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GRUNDAUFGABE 1

Bestimmung von Geradengleichungen

Die Gleichung y = mx +t hat als Graphen eine Gerade mit der

Steigung m und dem Abschnitt t auf der y-Achse.

Bestimmung der Steigung m vgl.
Grundaufgabe 2 (FoS S. 58 C1)

_Yi-yo
(N m=3x

(2) Bestimmung des y-Achsenabschnitts t:
Punkt P(x;y) in Geradengleichung
einsetzen und nach t auflésen

(3) Anschreiben der Geradengleichung

L

14

(1)

(2)

3)

Beispiel:
Gerade durch P(1;2) und Q(2;3)

y=mx+t

2-3
m=——=

1— —

1

—_—

Peg
2=1+t
—>t=1

y=1x+1

Alternativ:

P und Q einsetzen 2> 2 * 2 Gleichungssystem

y=mx+t
Peg:2=m*1+1t(l)
Qeg :3=m>*2+1(ll)
I—1l:-1=-m

m=1

inl:t=2-m < t=2-1

=1

=12>y=x+t
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GRUNDAUFGABE 2

Neigungswinkel einer Gerade

2.1 normale Gerade:

m = tan o — a = tan"'m (TR) FoS S. 58 C1
2.2 Tangente
m =f(Xg) b = Beruhrpunkt FoS S. 40

2.1 normale Gerade der Form
y=mx+t

z.B. y= 2x+1

GK 2
m=tan o= —=—
AK 1

Taschenrechnerberechnung:
2nd oder SHIFT tan ~ 78,69°

Ist der Steigungsfaktor m negativ, so ist auch der Neigungswinkel negativ.

2.2 Tangente
z.B. Tangente an die Parabel y = 2x* - 1 im Punkt (0,5 /-0,5)

z.B. f(x)=2x*>-1 = f'(x)=4x

Steigung der Tangente =

Steigung der Graphen =

Ableitung am Beruhrpunkt =

Einsetzen des x-Wertes (0,5) in die erste
Ableitung, um die Steigung der Funktion im
Punkt P zu bestimmen.

In unserem Beispiel flr den x-Wert 0,5:

77(0,5)= 2 2 1
— da wir wissen, dass das Ergebnis _

der ersten Ableitung die Steigung
der Tangente ist, kdbnnen wir nun
den Neigungswinkel wie in ' ' 172
Aufgabe a.) berechnen.
m=2=tano=2 = a~63,43° "

414




GRUNDAUFGABE 3

Achsenschnittpunkte

3.1 Sy x-Wert Nullstelle, y-Werte 0: Sy(Nus/0)
3.2 Sy x-Wert 0, y-Wert = f(0): S,(0/f(0))

3.1 Schnittpunkt mit der x-Achse (S,):
.Kochrezept":
fury = 0 einsetzen
nach x auflésen
Koordinaten angeben

Bsp.: y = 0,25x- 1
0,25 x*-1=0
0,25 x*> =1
X2 =4
X =42
> Su(2/0); Sxo(-2/0)

Achtung! Die Nullstelle ist nur die x-Koordinate,
aber der Schnittpunkt hat 2 Koordinaten!!

3.2 Schnittpunkt mit der y-Achse (S,):
"Kochrezept":
fur x = 0 einsetzen
y berechnen
Koordinate(n) angeben

Bsp.: y=0,25x*— 1
y=0,25-0%— 1

y=-1
Sy (0/-1)

y

Sx] Schnittpunkt mit dér x-Achse: y= 0

i i _\—)/ 4 6

Sy. Schnittpunkt mit der y-Achse: x=0

-2

Siehe auch:
FoS S. 40/ S. 58




GRUNDAUFGABE 4

Schnittpunkte von 2 Kurven (auch: Beruhrpunkte)

f(x) = x*+2
g(x) = x*+2x-4

Ermitteln des Schnittpunkts S durch
Gleichsetzen der Funktionsgleichun-
gen, und nach x auflésen.

X2+ 2 =xP+2x-4 | -x2=2
0 = 2x-6 | -2x
2x =6 |:(-2)
X =3

Den ermittelten x-Wert in eine der
Funktionen einsetzen > y-Wert
f(3)  =x%+2=9+2 =11
2> y=11
S(3/11)

Kontrolimaoglichkeit: in die andere
Funktion einsetzen
g(3) = 9+6-4 = 11

Achtung:
Beliebter Fehler: f(x) = gx) : 1-5

Das ist falsch, weil die beiden
Funktionen nicht identisch sind.

6/6



GRUNDAUFGABE 5

Schnittwinkel

5.1 Schnittwinkel von Geraden
og und an bestimmen, @=|og-ou|
m4q - Mo
1+ m4{Mm-, |
5. 2. Schnittwinkel von Kurven
Man nimmt mg, der Tangenten im Schnittpunkt

fur a£90°: tan ¢ =

5.1 Schnittwinkel von Geraden

Moglichkeit A

i) Bestimmung der Winkel o4 und o, unter denen die jeweiligen Graphen die
x-Achse bzw. eine Parallele zur x-Achse schneiden; die Winkel o4 und o4
lassen sich aus der Gleichung tan a. = m errechnen (ist also die Steigung
einer Funktion negativ, so ist auch der Winkel o negativ).

ii) der Schnittwinkel @ ist der Betrag aus der Differenz von o4 und o, also
gilt: ¢ = |OL1-(12|

Mdoglichkeit B
i) Bestimmung der Steigungen der zwei sich schneidenden Geraden

i) Steigungen einsetzen in :
{ m4-mo
an ¢ 1+ m4iMm-

Beispiel: f1(x) = -x+3, fa(x) = ¥2x + 1,5

A tan a1 = my = -1 >oq =-45° (Taschenrechner: -1 2" tan)
tan o =my =" 2> oy ~26,6°
¢ =|(-45°) — 26,6°| = 71,6°

-1)-0,5

B @nesTyd)os

~-3 2¢=~71,6°

5.2 Schnittwinkel von zwei Kurven

i) Bestimmung der Tangentensteigung der Kurven im Schnittpunkt
i) mit den errechneten Steigungen und der Formel aus 5.1 B den
Schnittwinkel ¢ berechnen.

Beispiel:  fi(x)=x*  fo(x)=x> gesucht ¢ bei S(1;1)
(i) f4(x) = 2x; f4(1) = 2 = m4 (Tangentensteigung)

f'5(x) = 3x% f2(1) = 3 = m, (Tangentensteigung)
2-3 ‘ 1

23 7 > o081

Siehe auch:
FoS Seite 83 /C.2.a (ii) tan ¢ =

77



GRUNDAUFGABE ©

Lote

6.1 Lot in einem Geradenpunkt errichten
6.2 Lot auf eine Gerade errichten von einem Punkt aul3erhalb der Gerade

6.1 Lot in einem Geradenpunkt errichten

Beispiel: y = % x P (0/0)

e Steigung des Lots nach der Formel ' A
m - Mot = -1;
m=-05=>m=-2=>
Gleichung des Lots |1 y=-2x +t

Lot 2: y=—2Rr+2

Lot 1: y=-2=%
Gerade: ¥=0,%5%%

e Koordinaten von P einsetzen
Pel:0=-2*0+t = t=0
= ly=-2x

2 3
+

6.2 Lot auf eine Gerade errichten von einem Punkt auBerhalb
der Gerade

y = 1 x; A (0/2)

2

Steigung des Lots nach der Formel my-m; =-1 (FoS S. 83 C 2¢)
hier: myq = 1
2
1,

) rn2=-4 = nkz=-2

= das Lot hat die Steigungm =-2 LLy=-2x+t

Um den t-Abschnitt von | zu bestimmen, gehen wir vor wie in Grundaufgabe
1:

Koordinaten von A einsetzen:

Acl:2=-2"0+t = t=2 = Lly=-2x+2

(nattrlich erkennt man auch ohne Rechnung, dass t = 2, wenn | durch A (0/2) lauft).

Den Geradenful3punkt F erhalt man als Schnitt von g und |,
siehe Grundaufgabe 4.

8/8




GRUNDAUFGABE 7

Gemeinsame Punkte einer Kurvenschar
Es gibt 3 Moglichkeiten:

A) Punkt aus der Zeichnung ablesen bzw. vermuten, dann in die Gleichung
der Schar einsetzen

B) Gemeinsamen Punkt von 2 Graphen bestimmen (siehe Grundaufgabe 4)
- man hat eine Vermutung wie in A, den vermuteten Punkt wieder
einsetzen

C) allgemeiner Ansatz: f41(xg) = faz2(Xc)
(G ist der gemeinsame Punkt).
Dieser Ansatz fiihrt dann zu einem gemeinsamen Punkt, wenn die Parameter a,
bzw. a, entfallen, d.h. unabhéngig von a derselbe gemeinsame Punkt

herauskommt; er ist sehr elegant, aber erfordert etwas Algebra-Sicherheit).

Beispiel A
fax)=ax+3-a i

Einige Funktionen dieser Schar:
a=2: flx)=2x+3-2=2x+1
a=-3 f3x)=-3x+3-(-3)=-3x+6 .

G113

a=45 f45(x)=45x+3-45=45x-1,5 -1 £
————+—+Ap ——
Petry A T
A) Vermuteter Punkt: P (1/3) 4
Vermuteten Punkt T
in allgemeine Funktionsgleichung einsetzen: Gio -+ Gfae

fa(1)=a 1+3-a=3 4+
- P liegt auf Graph von f, fir alle a 4

B) Gemeinsamen Punkt von zwei Graphen bestimmen:

Schnittpunkt der):
Also 2x +1=-3x+6 |+3x-1
5x=5
x=1
y=3 =P(1/3) IST gemeinsamer Punkt Graphen von f(x) und f.3(x)
P wird als gemeinsamer Punkt der Schar VERMUTET.

Vermuteten Punkt in allgemeine Gleichung einsetzen:
fa(1)=a1+3-a = 3 > P auf allen Geraden der Schar
(Dieser letzte Schritt wird gerne vergessen)

C) Allgemeiner Ansatz :
Gfa1 n Gfaz a1 x+3—ar=ax+3—-a
ai X—azX=a4q-az
nach x auflésen:  x(a1—az) =as—az |:(a1 — ap)
x=1 aq1—az # 0
weil a1 = Az

9/9



GRUNDAUFGABE 8

Betragsfunktionen

Wie schreibt man Betragsfunktionen abschnittsweise auf
(also "betragsfrei")?

Allgemeine Definition des Betrags:

afuira>0

al = -
@l -afura<o0

a steht fur einen Term; |a| ist stets eine nichtnegative Zahl

Beim abschnittsweisen Aufschreiben einer Betragsfunktion geht man nach
dieser Definition vor:

T _ { Term; wenn Term >0
[Term| = - -Term, wenn Term <0 0

Bei der positiven ,Teilfunktion” werden die Absolutstriche durch
Klammern ersetzt und

bei der negativen ,Teilfunktion® durch Klammern mit vorgesetztem
Minuszeichen.

Wir betrachten eine Betragsfunktion als Beispiel: f(x) =2 -2]0,5x + 1 |

Schritt 1: Anwenden der Betragsdefinition:

2-2*(0,5x +1) fir0,5x+1 = 0 (Betragsinhalt, NICHT: Funktionsterm)
f(x) =
2-2[-(0,5x+1)] fur0,5x+1<0

Schritt 2: Nebenrechnungen mit dem Ziel der Vereinfachung
Nebenrechnung 1: Bedingung vereinfachen:
wann ist 0,5x+1>0 ?
0,5x >-1
X >-2

Nebenrechnung 2: Funktionsterm vereinfachen
2-2(0,5x +1)=2-x-2=-X
2-2[-(0,5x + 1)] = 2+ 2 (0,5x + 1) = 2+ x+ 2 = 4+x

Nun ist die Vereinfachung maoglich: :

)= { - X wenn x > -2

Xx+4,wennx<-2

10/10



Schritt 3: Graph zeichnen
Einzelfunktionen im Koordinatensystem eintragen, und zwar jede nur in
ihrem speziellen Definitionsbereich!

oy T

11

Nur die schwarz gezeichneten Linien (umgekehrtes V!) bilden gemeinsam
den Funktionsgraphen.

Um den Graph einer Betragsfunktion zu zeichnen, ...

Schritt 1. tragt man beide ,Einzelgraphen® gestrichelt ins Koordinatensystem ein

Schritt 2. betrachtet man die Definitionsmengen der ,Einzelfunktionen® und
kennzeichnet den zugehdrigen Graph mit schwarz,

Schritt 3. muss man beide Graphen der ,Einzelfunktionen zusammen sehen.

11/11



GRUNDAUFGABE 9

Losung von Ungleichungen mit Skizze

Produkt- und Quotientenungleichungen

Allgemein:

(i) Die Faktoren bzw. den Nenner und Zahler als
Geraden zeichnen. (y = x + 1 und y=x - 2)

(i) Fur den x-Wert, an dem eine Gerade im Positiven positiv und eine
Gerade im Negativen verlauft, ist die Ungleichung kleiner Null.
Verlaufen beide Geraden entweder im Positiven oder im Negativen,
ist die Ungleichung grofRer Null.

Beispiel:

X+ 1

x-2 <0
i) Nenner (y = x - 2) und Zahler (y = x + 1) als Geraden zeichnen.
ii) Da fur -1 < x < 2 eine Gerade im Positiven und eine im Negativen

verlauft, ist fur ]-1 ;2[ die Ungleichung kleiner Null.

Folglich ist der Bruch grofer Null fiir J-o0; -1[ und 12; oo[. = L=]-1;2[

w? -

-4

12/12



GRUNDAUFGABE 10

Verkettung von 2 Funktionen
Beispiele: g(x) =x3 h(x)=2x+1,g°h,h°g

Allgemeine Regel der Verkettung

g°h (x) = g(h(x))

Erklarung anhand eines Beispiels: f(x)= |x+2]| , also h(x)= x+2, g(x)= |X|
X =2 zZ=x+2 > y=|x+2|

h
9(z) = g(x+2) = g(h(x)) X > x+2 _— x +2]

Man schreibt auch:
g(h(x)) = g°f (g nach h")

Was bedeutet h°g (h(g(x))?
g(x) =1Ix| =z

g
flz)=z+2=|x| +2 X > X > |x| +2

Im Allgemeinen ist die Verkettung von Funktionen nicht kommutativ
(vertauschbar).

Beispiele daflr:
g(x) =x* h(x)=2x+1

g°’h:  g(h(x)) = g(2x+1) = (2x +1)?
heg: h(g(x)) = h(x?) = 2x%+1

13/13



GRUNDAUFGABE 11

Umkehrfunktion

11.1 Graph:
an der Winkelhalbierenden I/II1 spiegeln

11.2 Gleichung:
Zuerst nach x auflésen, dann x/y vertauschen

11.1 Graph

Der Graph der Umkehrfunktion einer Funktion kann zeichnerisch
bestimmt werden, indem man den Graphen der Ausgangsfunktion
einfach an der Winkelhalbierenden durch den 1. und 3. Quadranten
spiegelt, wie es dieses einfache Beispiel zeigt :

f(x)=2x + 2

11.2 Gleichung

Die Gleichung einer Umkehrfunktion (f ') wird immer nach dem gleichen
Schema bestimmt:
-Man I6st die urspriingliche Funktionsgleichung nach x auf:
fiy=2x+2

fx="%y-1

_Dann werden x und y vertauscht, so erhalt man f*:
fly="%x-1
> f(x)=0,5x — 1

Aus der Spiegelung an der Winkelhalbierenden folgt eine Vertauschung der
x- und y-Achse, also gilt: Df = Wf,1 und Wf = Df,1

14/14



GRUNDAUFGABE 12

Scheitel einer Parabel

12. 1 Moglichkeit 1: Der Scheitel liegt symmetrisch zwischen
den beiden Nullstellen

i. esgilt: Scheitel= (NUS1+NUS2)/2

Beispiel: f(x) = x>+2x-3

i) NUS1 bei x=-3, NUS2 bei x=1
Xs = (-3+1)/2=-2/2=-1
i) f(-1)= (-1)2+2 -(-1) =3 =-4 = S(-1/-4)

12.2: Moglichkeit 2: Scheitel = HOP
i) Bestimmung der ersten Ableitung der Funktion

ii) Ableitung gleich 0 setzen: da der Scheitel ein Extrempunkt
der Funktion ist, ist er eine Losung der Gleichung f'(x) =0
(Hier muss man anders als bei Extrempunkten nicht
untersuchen, ob f’ einen Vorzeichenwechsel hat, denn man
weill ja, dass eine Parabel einen Extrempunkt hat).

iii) Bestimmung des Funktionswertes des Scheitels

Im obigen Beispiel f(x) = x* +2x-3;

i) f(x)=2x+2
i) 2x+2 =0
X =-1

i) f(-1)= (-1)+2 (-1) =3 =-4 = S(-1/-4)

15/15



GRUNDAUFGABE 13

Ortslinie bzw. Ortskurve bei einer Schar

1. Die Koordinaten der Punkte aufschreiben: x= y =

einsetzen.

2. Die erste Gleichung nach dem Parameter auflésen und in die 2.

Beispiel: Ortslinie der Scheitel der Parabelschar: y= ax® -2x +1

Zunachst Scheitel allgemein: 0= ax3-2x +1

+2++4—-4a
X125 ——————
2a
1 (a-1
SG/ 3 )
Ortslinie:
11 _ (a1
x=g5 = a=; y="3
1
(x)-1 1-X
y="7 =X*x=1—x=—x+1
-

16/16



GRUNDAUFGABE 14

Nulistellen eines Polynoms

a)x" ausklammern

b)Nullstellen erraten, bzw. es sind welche bekannt: Polynomdivision

c) Nur bei biquadratischen Gleichungen ax* + bx2 + ¢ = 0:
Substitution

a) Die hochstmdgliche Potenz von x (x") ausklammern
f(x) = x* - x> - 2x% = X3(x® - x - 2)
d.h.: doppelte NuS beix =0
weiter: x*-x-2 = 0
z.B. mit Vieta: (x-2)(x+1)=0
d.h.: NuS bei x = 2, x = -1 und x=0

b) Polynomdivision
f(x) = x°- 3x*- 5x + 15

Eine NuS erraten oder gegeben : x =3

Polynomdivision:
(x%-3x%- 5x + 15):(x - 3) =x*-5
- - 3x3)
0 -5x+ 15

-(-5x + 15)
0

Daraus folgt: x° - 3x? - 5x + 15 = (X2 - 5)(X - 3)=(x - \/5)(X - \/5)(x - 3)
d.h: NuS bei x = -(\/5)

x = +(/5)

X=+3

¢) Substitution bei biquadratischen Gleichungen
(Geht nur,wenn x* und x* einzige Potenzen von x sind)
Beispiel: f(x)=x*-18x*+32=0
Substitution.: x* =z
z*-18z2+32=0

mit Losungsformel oder Vieta:
z1= 16 und zp= 2
Resubst.: z=x%

z=2 z=16
X1= +12; xp= [2; X3 =+4; X4 =-4

17117



GRUNDAUFGABE 154

Symmetrie des Graphen zum Koordinatensystem

Nur bei Polynomen als Funktionsterm:

Eine ganzrationale Funktion f: x — f (x) mit x € Dr hat einen Graphen

' ' g 7% ' ' achsensymmetrisch zur y-Achse, wenn
ausschlieBlich gerade Potenzen von “x"
auftreten; dabei sind Konstante erlaubt

13

2 = 2x°).

Die Funktion heilt dann gerade.
12

_Beispiel: f (x) = x> — 1
11

RN

Eine ganzrationale Funktion f: x — f (x) mit x
Ds hat einen Graphen punktsymmetrisch _ 11
zum Ursprung (0;0), wenn ausschlieBlich

({1}

ungerade Potenzen von “x“ vorkommen;

dabei sind Konstante verboten.
Die Funktion heif3t dann ungerade.

Beispiel: f (x) = x> —x

Allgemeiner Fall:

Allgemein: Berechne f(-x).

f(-x) = f(x) = Graph achsensymmetrisch zur x-Achse
Wenn dann
f(-x) = -f(x) 2 Graph punktsymmetrisch zum Ursprung

Das muss man z.B. bei den rationalen Funktionen, um ihre Symmetrie zum

Koordinatensystem herauszubekommen, diese allgemeinen Regeln

anwenden. Die sog. Exponentenregeln (der Polynomfunktionen) gelten hier

nicht.

(—x)—-(=x)  —-x®+x_ —(x®*-x)_ x*-x
- X —X - X X

= Graph achsensymmetrisch zur y-Achse.

= f(x)

3
Beispiel: 2 =X f(x) =
X

18/18



GRUNDAUFGABE 158

Symmetrie zu anderen Achsen oder Punkten

Beispiel 1: f(x) = (x + 2)* Achsensymmetrie

L

Methode 1
(gutes Bild Analysisbuch 11. Klasse:
Keil u.a. Infinitesimalrechnung 1, S. 44)

Dieser Funktionsgraph ist, wie wir
aus der Zeichnung entnehmen
konnen, symmetrisch

zur Gerade x = -2.

f(-2 + h) und f (-2 - h) haben die
gleichen Funktionswerte.

: Demnach gilt bei der Achsen-

2 -1 symmetrie zu einer Geraden Xo:
f(Xo+ h)=f(xo-h)

Also: f(-2+h)=(-2+h+2)® =h?
f(-2—h)=(2-h+2)> =h?

Methode 2: Verschieben des Graphen 2 nach rechts
ergibt die Funktion g.
Um g zu erhalten: Einsetzen von x - 2 in f(x)

gx) =f(x-2)= (x-2 +2)*=x°

= Gg achsensymmetrisch zur y-Achse
= Gy ist achsensymmetrisch zur Gerade x = -2

Beispiel 2: f(x)=x3+3x?+3x+3:P(-1:2);
Punksymmetrie

Methode 1: (Bild wie oben)

yo muss der Mittelwert zwischen f (xo + h) und f (xo - h)
sein. Diese Uberlegung stiitzt sich darauf, dass Py bei
gegebener Punktsymmetrie der Mittelpunkt der Strecke
[P‘P] ist. Demnach gilt bei der Punktsymmetrie zu einem
Punkt Py (Xo; Yo): f(xo+h)+f(xo-h)=2yp

Also: /—2 —:1
f(-1+h)+f(-1-h)= ' '

=(-1+h)® + 3(-1 + h)? + 3(-1+h) + 3 + (-1-h)® +3(-1 - h)? +3(-1-h) +3

=-1 + 3h — 3h*+ h® +3 —6h +3h? =3 + 3h +3 +(-1) =3h —3h? —h® +3 +6h +3h? -3 —3h
+3

= 4 =2*2

= f (x) ist punktsymmetrisch zu Py (-1; 2)
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Methode 2:
Wir schieben den Graphen um 1 nach rechts,
und um 2 nach unten, damit das mutmafRliche
Symmetriezentrum im Ursprung liegt.
Ist f (X) punktsymmetrisch zu Py, dlrfte die
neuentstandene Funktion g (x) nur ungerade
Exponenten aufweisen:

fiz)
g(x)= flx-1) ~2 '
= (x-1)° + 3(x-1)? +3(x-1)? +3 —2=
=x®—3x*+3x—1+3x°-6x+3+3x—3+3-2 . .

3
=X
= Gg punktsymmetrisch zum Ursprung
= Gy ist punktsymmetrisch zu Pq (2; 0)
Wenn der Graph von f(x) punktsymmetrisch zu

(-1/2), dann muss die neue Funktion g(x) = f(x-1) —2 punktsymmetrisch zu

(0/0) sein.

Anwendung auf Scharen (Abi LK 1992 | 1e)

fu(x) =x*+k

Vermuteter Symmetriepunkt (0/k): also Verschiebung entlang der y-Achse:

Neue Funktion
furk>0
gk(x) = fk(x) -k =x®*+k-k=x3

Der neue Graph ist punktsymmetrisch zu (0/0), also ist der alte

Graph punktsymmetrisch zu (0/k).

+ firk<0

gk(x) = fi(x) - k
Also gleicher Ansatz!

den Funktionsterm vergro3ern.
k> 0 k<O also —k>0!

ok (%]

1 2
4~/kl<0

I
[

|
w

Ich muss zwar jetzt nach oben schieben, d.h.
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GRUNDAUFGABE 16

Verhalten von rationalen Funktionen im Unendlichen
16.1 Polynomfunktionen

Ly

- héchste Potenz ungerade

héchster Koeffizient =0 hochste Potenz urigeradé

hochster Keoeffizdent <0

x x

x X

hoech=te Potenz gerade [(hoch=ter Koeffizient =0 hichste Potenz gerade hichzter Keoeffizient <0

Diese Erkenntnisse Uber den Verlauf des
Graphen erhalt man auch durch Ausklammern der héchsten Potenz von x:

Beispiel: lim (x” ~1000x? )= lim X3[1_10)E)O
ungewodhnliche Ausklammern (in der Mittelstufe durfte man immer nur die
niedrigste x-Potenz ausklammern) ein Bruch mit x im Nenner entsteht, der fur
x — oo gegen Null geht: wir kdnnen ihn also vernachlassigen.

Nun mussen wir nur noch Uberlegen, wie der Bruch der einfachen
Potenzfunktion y=x> aussieht, und schon wissen wir, was unsere Funktion im
Unendlichen macht.

j ~ x°, weil durch das
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16.2 Gebrochenrationale Funktionen

Grad Z < Grad N: waagrechte Asymptoten: hochste Potenz von x ausklammern
Grad Z > Grad N: Polynomdivision

Grad Z = Grad N:

Die Asymptote ist eine parallele Gerade zur x-Achse.
Berechnung der Asymptote:

2B. f(x)="H
x—1
M) lim f(x)= lim
X—>to0 x>k x — 1

(i) héchste Potenz von x ausklammern und kirzen:
x4+l x4+ 1+ A1
lim — = lim ——— = lim ——= = - =1
xot0 xy —] xotw x(l — %) x—>to0 (1 _ lx) 1
-> Die waagrechte Asymptote heil3t: y=1

Grad Z < Grad N:

Die Asymptote ist immer die x-Achse

Beispiel: f(x) = x2+1
x°—1
271 1
x+1 x(b+t35) 0
lim f(x)= lim = lim —* "~
x—)iwf( ) X—+0 Xz -1 X—>too XZ(I_X%) 1

(Rechenschritte siehe oben)

Grad Z > Grad N:

Die Asymptote ist eine schrage Gerade (y=mx+t), eine Parabel oder eine
Kurve héherer Ordnung

Berechnung der Asymptote durch Polynomdivision

Beispiel:
x*+1
f(x)=
x—1
2 2
f)=(x"+D:(x-1) :x+1+—1
x —
\ Rest (wird fir x — +oo
Geradengleichung immer kleiner)
der Asymptote
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GRUNDAUFGABE 17

Verlauf des Graphen ober-/ unterhalb der Asymptote

X2

Beispiel: f(x)= x—1

Polynomdivision

x? (x-1)=x+1+ X—1? Restglied
-(X2-x)
-(x-1)
X+1 Asymptote
1

-wenn x >1, dann ist der Rest positiv => der Graph verlauft
oberhalb der Asymptote

-wenn x <1, dann ist der Rest negativ => der Graph verlauft
unterhalb der Asymptote

Skizze der 1
Funktion:
Asymptote
5 1:EI
Allgemein

1) Man betrachtet das Restglied der zur Bestimmung der schiefen Asymptote
durchgefuhrten Polynomdivision

2) Bestimmung, welche Bedingungen "x" und gegebenenfalls der
Scharparameter erfullen mussen, damit das gesamte Restglied positiv bzw.
negativ wird
ewird der Rest addiert, verlauft der Graph oberhalb der Asymptote
ewird der Rest subtrahiert, verlauft der Graph unterhalb der Asymptote;
folglich sind die Werte der Asymptote groRRer als die des Graphen
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GRUNDAUFGABE 18

Tangentengleichungen

Um die Gleichung einer Tangente in einem bestimmten Punkt zu ermitteln,
gibt es zwei Mdglichkeiten:

Moglichkeit 1
Beispiel: f(x)=x*+2x im Punkt P(-2/0)

allgemeine Form: y=mx+t
Die Funktion f'(x) ableiten: f'(x)=2x+2

Den x-Wert von P(-2) in die Ableitung einsetzen: f'(-2)=2(-2)+2= -2
= f'(x)= -2= m (Steigung der Tangente an der Stelle x=-2) m =-2
2> y=-2x+t

P(-2/0) in Gleichung einsetzen:
2 0=-2(-2)+t > t=-4
> y=-2x-4

Die erste Moglichkeit besteht also darin, zuerst den x-Wert des
gegebenen Punktes P in die erste Ableitung der Funktion einzusetzen,
um die Steigung der Tangente f(x)= m zu erhalten.

Nun setzt man m sowie den Punkt (x/y) in die allgemeine Form y= mx+t
ein, um t und somit auch die Gleichung zu erhalten.

Moglichkeit 2: Formelsammlung S. 58
Die andere Mdglichkeit ist die sog. Gleichung der Tangente:

y= f'(X0)(X- X0)+f(xo)

Die Funktion ableiten: f'(x)=2x+2
Xo ist der x-Wert von P, also x=-2 in die Ableitung einsetzen:
= f(-2) =-2 =f(Xo)

Den Rest einsetzen:: -> y= -2[x-(-2)]+0
= y=-2x-4
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GRUNDAUFGABE 19

Normalengleichung

Moglichkeit 1:
Definition: die Normale ist ein Senkrechte auf die Tangente

Steigung der Normalen:

Mp - My = -1 (vgl. Grundaufgabe 6)
1
Mn = -0
Beispiel:

Normale an P(-1/2) an die Parabel y = x? + 1

Ermittlung der Steigung m der Tangente in P(-1/2) durch f(x) =0
f‘(X) = 2X < allgemein: x-Wert des Beriihrpunktes einsetzen
=f(-1)=2(1)=-2
= my=-2

B

Einsetzen in Normalengleichung:
P(-1/2) € Normale

y="2x+t
2="%-(1)+t
t=27%

Normalengleichung:
y="%x+2%

Moglichkeit 2: Formelsammlung S. 59/3
Zur Rechenmethode, insbesondere was man einsetzt, vgl. Grundaufgabe 18
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GRUNDAUFGABE 20

Tangente von einem Punkt auBerhalb der Kurve an
die Kurve (d.h. der Beruhrpunkt ist nicht gegeben)

Anmerkung: Diese Aufgabe kann bei beliebigen Punkten zu einigermal3en
hé&sslichen Gleichungen fiihren; aber selbst im Leistungskursabitur kommt
nur der Fall vor, dass man eine Tangente vom Ursprung aus an den Graphen
legen soll — und dann ist es einfach.

{28
An einem Beispiel: Tangente von P(0/0) aus an den
Graphen von ' 115
f: x>x? -5x+8
Tangente durch P(0/0) bedeutet nicht, dass (0/0) : 18
Beruhrpunkt ist.
Wir suchen also eine Gerade y = mx+t, die durch den
Ursprung geht und den Graphen in einem Punkt B(b/ ?)
berihrt. e 5
Methode 1: : ..\r5 .
(i) Der Ursprung liegt auf der Tangente: 0 =m -0 +
t=t=0.

Tangente: y = mx.

Weil als Punkt P aulRerhalb des Graphen also in der Abi-Realitéat nur der
Ursprung vorgesehen ist, bekommt man hier immer gleich den t-Wert und
der ist netterweise auch noch Null.

Diese Idee, zuallerst den Punkt aulBerhalb zu berticksichtigen, stammt
von Christine Gumbmann, 11d des Schuljahres 2002/2003.

(i) Die Tangentensteigung m entspricht der Steigung der Funktion in
diesem Punkt B.
Steigungsformel = Ableitung der Funktion: f'(x) = 2x-5,
also m = f(b) = 2b-5.
Die Tangentengleichung lautet also: y = (2b-5) - x.

(i)  Der BerUhrpunkt B liegt auf der Tangente. Wir kennen ihn nicht, aber
seine Koordinaten mussen die Gleichung der Funktion erflllen, also
B(b/b?-5b+8).

Der Beruhrpunkt liegt aber auch auf der Tangente, also erflllen seine
Koordinaten auch die Tangentengleichung: b?-5b+8 = ga—S) - b.
Aus dieser Gleichung kann man nun b ermitteln: b?-2b*-5b+5b+8=0

-b*+8=0

b= 22

Somit lauten die Tangentengleichungen: y = + ZQ&
Die Koordinaten des Beriihrpunkts heiften: B(+ 2+/2 / f(+ 2+/2).
Ermittlung der 2. Koordinaten von B:
y=(£2+2)%5(+2+2)+8=16+10 42
also B(x 2v/2/16 £ 1042 )
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Methode 2: Mit der Tangentenformel aus der Formelsammlung

(i.)  Koordinaten und Steigungswert des Beruhrpunkts allgemein ansetzen
B(b / b*>-5b+8), f(b) = 2b-5.

(i)  Tangentenformel:
y =f(b) (x-b) + f(b)
y = (2b-5)(x-b)+ b*-5b+8
y = (2b-5)x — (2b-5) - b + b?-5b+8
y = (2b-5)x —b?+8

(iii.)  P(0/0) € Tangente
0 = (2b-5)- 0 —b*+8
-b?+8 = 0 (wie auch mit der anderen Methode schon)
b= +2+/2
Somit lauten die Tangentengleichungen: y = + 2£&
Die Koordinaten des Beriihrpunkts heifen: B(x 22 / f(x 24/2).
Ermittlung der 2. Koordinaten von B:
y=(£ 22 -5(+2+2)+8=16+10 2
also B(+ 2+/2 /16 £ 10+/2)
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GRUNDAUFGABE 21

Extrempunkte (EP) und Sattelpunkte (SAP)

Verdacht auf Extremwert:

(i) Nullstellen der ersten Ableitung bestimmen, nun hat man Punkte mit
waagrechter Tangente, mehr nicht, wirklich nicht!

Begrindung eines Extremwerts:

(i) Ein Sattelpunkt liegt vor, wenn die erste Ableitung eine Nullstelle ohne
Vorzeichenwechsel hat; ein Extrempunkt liegt vor, wenn die erste
Ableitung eine Nullstelle mit VZW hat.

Fir den Nachweis eines Extrempunktes gibt es drei Moglichkeiten:
a) Nachweis des VZW mit einer Skizze des Graphen von f'
b) Bei stetigen Funktionen: Uberlegungen mithilfe der Grenzwerte.

c) f" betrachten: f’(x) > 0 => der Graph von f hat TIP, f" (x) < 0 = der Graph von f
hat HOP. Aber Achtung!! Wenn f”’(x)=0, dann kann Gy trotzdem einen
Extrempunkt haben!!!

Extrempunkte und Sattelpunkte liegen vor, wenn die Steigung m eines
Funktionsgraphen gleich Null ist.

Bei Extrempunkten wechselt die Steigung vom Positiven ins Negative (HOP)
bzw. vom Negativen ins Positive (TIP).

Ein Sattelpunkt liegt hingegen vor, wenn die Steigung m = 0 erreicht wird,
jedoch kein Wechsel zwischen positiver und negativer Steigung gegeben ist.

Beispiel 1: f(x) = x>

(i.) f(x)=3x%
0= 3x°
x=0
(ii.)  Ein SAP liegt vor, wenn die 1. Ableitung keinen Vorzeichenwechsel
hat. Die Ableitung muss also NuS mit gerader Potenz haben!!!

Graph hat SAP am Ursprung

(=) = 3=~2|

1-2 . . —vi v




Beispiel 2: f(x) = x> - 3x

HOFP

Methode a) Skizze des Graphen von f

(i) F(x)=3x>-3
0=3x>-3
x=+1
= bei x= +1 und bei x=-1 waagrechte -
(ii.) Nachweis eines Extrempunktes:
Skizze des Graphen der ersten Ableitung:
Bei VzW + - - liegt HOP vor : 1 :
Bei VzW - = + liegt TIP vor : TP

¥zW + nhach - |-

-3 -2

oder Methode b) Betrachtung der Grenzwerte:
lim f(x) bilden; dadurch bestimmen ob
bei X %®  Graph von oben oder unten kommt.
Durch logisches Denken bestimmen, wo es sich um einen HOP oder TIP
handelt.
Wir wissen in unserem Beispiel: P(0/0) e Gt
Q(1/-1) € Gs

Iim =

Da f stetig, muss es einen TIP rechts voh P geben.
x= 1 ist rechts von P einzige Nullstelle von f = bei x=1 TIP

oder Methode c) 2. Ableitung betrachten: 6x
Wenn f’(x) > 0 ist der Graph f linksgekriimmt - f hat TIP
Wenn f’(x) < 0 ist der Graph f rechtsgekriimmt - f hat HOP

f“(x) =6x
f’(1) =6 >0 Gtlinksgekrummt = f hat ein rel. Minimum bei x=1
f’(-1) = -6 < 0 Gsrechtsgekrimmt = f hat ein rel. Maximum bei x= -1
Gf”. T
, S &/ A TIP bei(1;7?)
2. Ableitung: 4o
|j> v S L |:> HOP bei (-1; ?)
f”(_1) < 0 N -3 -2 -1 1 2 3 4 f”(']) > O—)
Gihat HOP  ~ ~ ™t Grhat TIP
bei x = -1 O i w=
el x 2 bei x=1 /29
_3 .




Die Fragestellung heif3t haufig:
,Bestimme Art und Lage der Extrempunkte®

Art = HOP/TIP wie oben begrinden a),b) oder c)

Lage = y- Koordinate durch einsetzen in Funktionsgleichung f(x)

bestimmen,
z.B. TIP (1/-1)

Wichtiger Kommentar zu Methode c):

Ich mochte hier sehr nachdrucklich davor warnen, den Nachweis von
Extrempunkten nur mechanisch durchzufiuhren, d.h. f(x)=0 zu setzen und die
gefundenen Werte in die zweite Ableitung einzusetzen, ohne sich Uber den

Verlauf von f Gedanken zu machen.
Dabei kann namlich folgendes passieren:

es kann f’(x)=0 sein und trotzdem ein Extrempunkt von G; vorliegen. \

Beispiel:
f(x)=x"
f(x)=4x>
(x)=12x
Nullstellen von f: x=0.
x=0 in f’ einsetzen: f’(0)=0

Und daraus schlieRt man jetzt falschlicherweise, dass | -2 . -

kein Extrempunkt von G; vorliegt, obwohl der Graph
etwas anderes verrat ...

Hatte man den Verlauf von G¢ angesehen, . . . . . . . . { 6l - - - -

dann hatte man den Vorzeichenwechsel

bei x=0 von - nach + bemerkt, derdenTIP - - - - - - - - ]

von Gt beweist. ... 0]
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GRUNDAUFGABE 224

Graph von f bekannt — skizziere den Graphen von f’

Die Gleichung von f ist nicht bekannt, nur der Graph von f :

P3: HOP

o=
=

1 SAP

J,/iiJ TIFP

Skizze von Gy.

i[m
=

S

P1: Gt hat Terrassenpunkt = f* hat doppelte Nullstelle, da
in P1 Steigung = 0, jedoch vorher und nachher negativ

P2: Gs hat Tiefpunkt = G¢: Vorzeichenwechsel von — nach +,
da in P2 Steigung = 0, vorher fallt jedoch G; und nachher
steigt Gy,

P3: Gt hat Hochpunkt = Gs: Vorzeichenwechsel von + nach
—, da in P3 Steigungs = 0, vorher steigt jedoch G; und
nachher fallt G;

P4: G; hat einen Wendepunkt = f’ hat eine Nullstelle mit
Vorzeichenwechsel = Gy hat einen Extrempunkt, weil ja f’ die
Ableitung von f ist.
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ph von f’ bekannt, skizziere den Graphen von f

Gr' bekannt (aber nicht die Gleichung von f’):

+

1zze de; Graphen:van i

P1:

P2:

P3:

P4:

P5:

EENFEIEEEEEEEEEEEESR

Das Vorzeichen von Gy wechselt von + nach — = G steigt
streng monoton bis zum x-Wert von P1 und fallt anschliel3end
streng monoton = G; hat fur den x-Wert von P1 Hochpunkt

Gs fallt bis P2 und steigt anschlie3end, daher Steigungr = 0 in
P2 = Extrempunkt von f' <> Wendepunkt von Gf

Das Vorzeichen von Gy wechselt von — nach + = Gs fallt bis
zum x-Wert von P3 und steigt anschlieend = Gs hat fir den
x-Wert von P3 Tiefpunkt

Gs steigt bis P4 und fallt anschliel3end, daher Steigungs = 0 in
P4 =G hat Wendepunkt,

Gr hat doppelte Nullstelle <> kein Vorzeichenwechsel = G
hat Terrassenpunkt
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GRUNDAUFGABE 23

Wendepunkte

Verdacht auf Wendepunkt:
(i) ' (x) = 0 = Der Graph hat keine Krummung an dieser Stelle.

Begrindung fur einen Wendepunkt:

(i) " hat einen Vorzeichenwechsel: Dazu betrachtet man eine Skizze des
Graphen von f”.
(FGr Unbeirrbare: Wenn man einen Wendepunkt nachweisen will, kann man
stattdessen auch zeigen, dass die dritte Ableitung Null ist).

(iif)  f’ hat keinen Vorzeichenwechsel =
der Graph von f hat einen Flachpunkt

(hier gibt es die Varianten: Flachpunkt und zugleich Extrempunkt, oder
Flachpunkt bei steigendem bzw. fallendem Graphen, in beiden Fallen ahnelt
der Graph eine kurze Strecke lang einer Gerade, die ja auch keine
Krimmung hat).

Als Wendepunkt WP bezeichnet man den Ubergang von Rechtskriimmung
auf Linkskrummung (bzw. umgekehrt). An dieser Stelle hat der Graph der
Funktion keine Krimmung.

i) Bestimmung der Nullstellen der zweiten Ableitung der Funktion

i) Bestimmung der Art der Nullstelle:

NuS von f“ ohne VZW - G hat hier einen Flachpunkt
NuS von f“ mit VZW - Gt hat hier einen Wendepunkt

- bei VZW +-> -: Qbergang von Links- auf Rechtskrimmung
- bei VZW - = +: Ubergang von Rechts- auf Linkskrimmung

Beispiel 1:

- f“ hat bei x = 0 eine doppelte Nullstelle,
d.h. eine Nullstelle ohne Vorzeichenwechsel
- Gt hat bei x = 0 einen Flachpunkt

keinen Wendepunkt

f hat NuS mit Vorzeichenwechsel =

Gt hat Flachpunkt mit waagrechter Tangente, also
Flachpunkt und zugleich Extrempunkt




Beispiel 2: f(x) = x* - x
f(x) = 4x° — 1

- f“ hat bei x = 0 eine doppelte Nullstelle, d.h.
eine Nullstelle ohne Vorzeichenwechsel —

Gt hat Flachpunkt.

f aber hat bei x = 0 keine Nullstelle - Gy hat
bei x = 0 einen Flachpunkt mit schrager
Tangente

Beispiel 3:  f(x) = x°
f(x) = 3x?
f“(x) = 6x

- f“ hat bei x = 0 eine einfache Nullstelle,
d.h. eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel
- Gt hat bei x = 0 einen Wendepunkt

hier: VZW - — + = Ubergang von Rechts-
auf Linkskrummung
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GRUNDAUFGABE 24

Funktionsgraphen skizzieren, wenn man keine
Nulistelle kennt.

(i) Man bildet eine neue Funktion, indem man die Konstante abzieht.

(ii) Von dieser neuen Funktion bekommt man durch Ausklammern von x
mindestens eine Nullstelle heraus und kann den Graphen wahrscheinlich
skizzieren.

(i) Nun verschiebt man um die Konstante nach oben oder unten und bekommt
zumindest eine ldee vom gewunschten Graphen.

Von Funktionen von drittem Grad oder mehr, die zusatzlich noch eine
Konstante aufweisen, konnen wir die Nullstellen meist nicht bestimmen.
Deshalb bedienen wir uns eines Auswegs. Indem wir einfach die storende
Konstante abziehen bekommen wir eine neue Funktion, von der wir durch
Ausklammern von x zumindest eine Nullstelle erhalten, und somit den
Graphen in den meisten Fallen skizzieren kdnnen. Im Koordinatenkreuz
verschiebt man nun den Graphen der Hilfsfunktion um die Konstante in y -
Richtung und bekommt immerhin eine Idee, wie der Graph in etwa verlauft.

Beispiel:

zB.: f(x)=4x3+8x*-7x+2
(Wegen der Konstante ist es nicht moglich x auszuklammern)
g(x) = f(x) - 2 = 4x3+ 8x% - 7x
(Konstante k = 2 abziehen und man erhalt eine neue Funktion

9(x))

gx)=0
> 0=4x>+ 8x?- 7x
> 0=x(4x*+8x-7)
-> X1 =0
D> 0=4x°+8x-7
—bi\/b2—4ac
2> X2 = 2a
-8 ++/64 - 112
= X2 = 3

=2 X2 =-111,66
= x4 =0,66; x2=-2,66

Durch Verschiebung des
Graphen von g um +2 in

y - Richtung erhalt man den
Graphen von f.
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GRUNDAUFGABE 25

Monotonieverhalten bei gebrochen-rationalen
Funktionen.

Man untersucht nur den Zahler von f’, weil der Nenner stets > 0 ist. Der
Zahler ist der Vorzeichenbestimmende Anteil.

Beispiel:

4x
f(x)= IDs= IR\ {-1
0= DR

_ 4D A+ D(x - 1)
T (x+1* (x+1)*

nicht kiirzen!

Quotientenregel

Wir sehen, dass f'(x)= 0 wenn der Zahler= 0, also x=-1 oder x= 1.
Aber x=-1 ¢ Dy,

= Nur x= 1 untersuchen!

Wie kdonnen wir aber einen Vorzeichenwechsel bei x=1 nachweisen?

Idee:

Wegen der Quotientenregel beim Ableiten ist der Nenner immer ein Quadrat.
(Deswegen f' nicht kirzen, damit das so bleibt! Also im Beispiel nicht mit
(x+1) kurzen).

= Der Nenner ist stets positiv

= Das Vorzeichen dieses Bruches f hangt nur vom Zahler ab.

Der Nenner ist also der vorzeichenbestimmende Anteil von f (VzbA) und nur
ihn skizzieren wir.

VzbA von f hat VzZW + > - bei x =+1
= f hat VzZW + > -bei x=+1
= f nimmt bei x=+1 sein Maximum an

4
(1+1)

1in f(x) einsetzen

— HOP (1/ = % =1)=1/ R

Gvzbar

O
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GRUNDAUFGABE 26

Stetigkeit bei abschnittsweise definierten Funktionen.

Beispiel 1:
x3-x2 ,wennx < 2 NR: x3 - x2
f(x) = X*  ,wennx >2 = x? (x-1)

rechtsseitiger = linksseitiger Grenzwert

f stetig, wenn lim f(x) = lim f(x)
X2 X2 : 4
X>2 X<2

linksseitiger Grenzwert:

limf(x) = lim (x>-x?)=23-22=4 . ,
X<2

X2 X>2 ,2

X< 2 X<2

rechtsseitiger Grenzwert:

limf(x) =lim((x?®)=22=4 .
X >2

X2 X2 2 "

X>2 X>2

= Beide Grenzwerte gleich = f bei x= 2 stetig. Der Graph hat keinen
Sprung.

Beispiel 2:
X ,x<-1 ' ' 12

f(x) = \
1-x, x> -1 - : : \

linksseitiger Grenzwert : , ,

lim f(x) = lim (x) = -1 -3 -2 1\:

Xx2>-1 x—>-1 .

x<-1 x<-1

rechtsseitiger Grenzwert : ' 172
lim f(x) = lim (1-x) = 1- (-1) = 2

x2>-1 x=>-1 : : T3
x> -1 X > -1

f nicht stetig in x= -1, da rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert
verschieden
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GRUNDAUFGABE 27

Stetige Fortsetzung von Funktionen

Beispiel:

f(x)= > IDmax= IR\ {0}
X

Auler flr x= 0 kann man den Funktionsterm kirzen: f(x) = hd 1
X

x#0
D.h. auler fur x=0 sieht der Graph aus wie der Graph von y= 1.

Dort ist f nicht definiert. = der Graph hat ein Loch

Gf GQ

2

Loch (0/1) '

kein Loch

Wir definieren: fur x= 0 sei f(x)=1,
Dann haben wir eine neue Funktion g:

f(x) wenn x =0

g(x) = =1
1 wennx=0

Der Definitionsbereich von f wurde erweitert:
Di=R\{0}; Dg=R = g heilt stetige Fortsetzung von f.
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GRUNDAUFGABE 28

Wie man Funktionen mit Betrag ableitet

Beispiel:
f(x) = |x2- 1|

Es gibt keine Ableitungsregel fir Betrage
— wir schreiben f abschnittsweise auf:

x>-1 wenn x*>1>0
f(x) = (siehe auch Grundaufgabe 8)
-(x*-1)wenn x> 1<0

Skizze statt Nebenrechnung:
Wannistx2-1 > 0 ? .
wir sehen: x < -1 oder x > 1

Vereinfachung der Schreibweise:

.
x2 -1 wenn x< -1 hier ,<“

f(x) =< -x?+ 1 wenn -1 < x< 1

| X*-1wennx>1 o i
Es sieht so aus, als hatte der Graph : : 1
bei x= 1 und x= -1 Knicke, d.h.
f ist dort nicht differenzierbar. : : Lo

Man kann f zunachst nur abschnittsweise,
qbleiten, aber nicht an den
Ubergangsstellen:

.
x2-1; x< -1 hier ,<*

f(x) =X X+ 1;-1<x<1

x2-1:x>1
N

An den Ubergangsstellen muss die Differenzierbarkeit extra untersucht
werden: siehe Grundaufgabe 29.
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GRUNDAUFGABE 29

Wie man abschnittsweise definierte Funktionen
ableitet

Beispiel: f(x) = x - |x]
Man kann Betrage nicht ableiten = wir schreiben f abschnittsweise auf

x2;x>0 y
f(x) =
x2:x<0
Gt
2x; x>0 o>
f(x) =
2x;x<0

An der Ubergangsstelle x= 0 untersuchen wir, ob die Ableitung existiert:

I. rechtsseitiger Grenzwert von f' = linksseitiger Grenzwert von f ?7?
IT. fstetig?

Zu T.

lim f(x) = lim (2x) =2*0=0
x>0 x>0

x>0 x>0 >
= Grenzwerte gleich
lim f(x) = lim (-2x) =-2*0=0
x>0 x-20

x <0 x<0

zu IT. (vgl. Grundaufgabe 26)

lim f(x) = lim (x*) = 0% =0

x>0 x>0

x>0 x>0 = Grenzwerte gleich = f auch stetig =
f differenzierbar in x=0 =

> f Uberall differenzierbar

lim f(x) = lim (-x*)=-0%=0
x>0 x=2>0
x <0 x>0
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Warum ist dieser II Schritt notwendig?

Beispiel:

x2+1 :wenn x<0
f(x) =

-x2 cwennx >0

Dieser Graph hat bei x= 0 einen Sprung,
ist also nicht stetig.

Rechnerischer Nachweis der Unstetigkeit:

linksseitiger Grenzwert :
lim f(x) = lim (x*+1) = 1
x>0 x=2>0

x <0 x <0

= fist also nicht
stetig in x=0
rechtsseitiger Grenzwert:
lim f(x) = lim (-x3)=0! )
x>0 x=-20

x>0 x >0

vgl. Grundaufgabe 26.

Wir fuhren Schritt I. durch:
2x ;x>0
f(x) = {
22X x<0
rechtsseitiger Grenzwert: lim f(x) =lim (2x)=2*0=0

x>0 x=>0
x>0 x>0

linksseitiger Grenzwert:  lim f(x) = lim (-2x) =-2*0=0
x>0 x=20
x <0 x<0

Wenn man also die Stetigkeit nicht extra untersucht, halt man aufgrund von
Schritt I f falschlicherweise fur differenzierbar und dadurch fur stetig in x= 0.

41/41



GRUNDAUFGABE 30

Grenzwertbestimmung nach L’Hospital

Aufgabenstellung:

Man soll den Grenzwert an den Randern des Definitionsbereiches
bestimmen. Hierzu ist egal, ob die Rander im Unendlichen liegen (x —» «
oder x — - «) oder ob es sich um eine Definitionsllicke im Endlichen
handelt (x — irgendeine Zahl).

Voraussetzungen:

Die Funktion muss ein Bruch sein, oder man muss sie durch
algebraische Umformung als Bruch schreiben konnen.

Zahler und Nenner gehen beide nach unendlich oder beide nach Null.

Durchfihrung:
Dann leitet man Zahler und Nenner getrennt ab (KEINE
Quotientenregel); der Grenzwert hat sich dadurch in seinem Wert nicht

verandert, ist aber in der Regel leichter bestimmbar. Notfalls muss man
| 'Hosnital ein zweites Mal anwenden

Beispiel 1

Anmerkung: Man muss hierbei nachweisen, dass man L’Hospital auch
anwenden darf; dass es ein Bruch ist, sieht man; dass Z und N gegen Null
gehen, muss man hinschreiben.

Anmerkung 2: Wenn man diesen Grenzwert einmal inhaltlich betrachtet,
dann handelt es sich um eine rationale Funktion, wo wir bei der Nullstelle x=1
des Nenners ja eine Unendlichkeitsstelle (Pol) erwarten wirden, so dass der
Graph sich an eine senkrechte Asymptote anschmiegt. Da x=1 aber auch
eine Nullstelle des Zahlers ist, hat der Graph bei x=1 ein Loch L(1/1) — dass
die y-Koordinate von L y=1 ist, liegt daran, dass wir den Grenzwert mit 1
berechnet haben. (Es ware also eine stetige Fortsetzung von f moglich).

Anmerkung 3: Man kann diesen Grenzwert naturlich auch anders berechnen,
indem man den Zahler faktorisiert:

2
im™ - D X

-l x—1 x—1 x—1 x#1 x—1
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Beispiel 2. f
. oxt—x 2x—1
lim = lim =
X0 X — L'H X300
on

Auch diesen Grenzwert hatten wir durch Ausklammern der hochsten Potenz
von X, also x%in Z und N und anschlieRendes Kiirzen errechnen konnen,

, 1 1 weil im letzten
2 —x (=) I-— Schritt die drei
: : X . X nomn . .
lim = llmﬁ = lim 10 ” kleinen Briiche
x-1 X (——— T ——— alle gegen Null
X rooX gehen.
Beispiel 3:
2 Hier haben wir versucht, das Verhalten in der Nahe der
? Nennernullstelle zu bestimmen. L’H. I&sst sich hier aber nicht
5 anwenden, weil der Zahler nicht gegen Null geht. Zum Gluck
lim >~ —* wissen wir ja, dass es sich hier um eine Unendlichkeitsstelle
-l x 41 einfacher Ordnung handelt, so dass auf der einen Seite der
¢ senkrechten Asymptote die Funktionen gegen « geht, auf
der anderen Seite gegen - «.
0

Bisher gab es auch noch andere Methoden, um die gesuchten Grenzwerte
herauszubringen. Haufig fuhrt an L’Hospital aber (fast) nichts vorbei:

Beispiel 4:

Wichtig wird die Grenzwertbestimmung mit L’Hospital vor allem bei e- und In-
Funktionen (12. Jahrgangsstufe):

43/43



Beispiel 5

Es folgen 2 Beispiele, bei denen die Funktion zunachst nicht als Bruch
vorliegt, sondern man Grenzwerte vor sich hat der Form «°, 0 - « oder
ahnliches:

Beispiel 6
—on 0 ?—00
) ? t . X . 1 Hier ist es nicht moglich, - « - 0 =0
lim x-e® = lim — = lim——==0 _, ocnnen, da » keine Zahl ist!!!
e X—>—0w0 e
—0

Man hatte nattrlich auch den Faktor ,x* in den Zahler stopfen kénnen:

—o0 0 0
Frog
lim x-e* = lim & = lim—— =..

X——0 X—>—00

Die Voraussetzungen fur L’Hospital sind zwar gegeben, aber es fuhrt nicht
zum Ziel, denn die Potenzen im N werden nur immer grofer, und der
Grenzwert komplizierter, statt einfacher.

Beispiel 7
o0 0 o0
ttot g
limx? e = [ xt r 2x 5 2 Hier muss man L'H.
aer e TN o M T T T zweimal anwenden, da
¢ nach dem ersten Mal der
$ Grenzwert immer noch « /  heifdt.
on
on
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